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Ce n'est pas moi, mais Khintchinez)
qui a donné le nom poétiqus de deuxidme. perle
au théordme auquel je consscrerai cettc confé-
rence. La troisidme perle selon lui est Je pro-
bleme de Waring, tandis que la premidrc est 1le
rrobléme des boites, conjecturé par P.J.H. Baude®
¢t démortré par B.L. v.d. ‘._Vae_rden3 :
Sz veus mevten tous les entiers positifs dens

boites, au moins une d'eliles contiert uue

cr

cer
pro_wession grithmébtique de mille termess; dans
ce ‘thooreme on peat remplacex les nombres cent
et miile par des entiers positifs quelcongues.
I1 y a quelque: mois j'ai publié, en couwmun
avec J.H.B. Kemperman, queIQues notes sur 1a
deuxiéme perlie dans les Prodeedings.de 1'Acadé-~
mie néerlandsaise“° I1 n'est pas nécessaire de

2) A.Ya.Khintchine, Three pearls ¢f the theory
of numters (Russe), Moscou 1947; 72 p.

3) B.L. v.d. Waerden, Beweis einer Baudet'schen
Vermutung, Nieuw Archief voor Wiskunde (2) 5
(1927) 21i2-216,

4) J.G. v.d. Corput et J.H.B. Kemperman, The
second pearl of the theory of numbers, Pro-
ceedings Amsterdam 52 (1949), 696-704; 8(i-
8595 927-937, .

Indagationes Mathematicae 11 (1949), 226-234;
277-285; 325-335,
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vous dire qu'on nous a fait immédiatemeut ia 13-
proche d'identifier les lecteurs de cette pério-
digue auguste & des pourceauX, mais dans la conr
viction ferme que je ne jetteral pas ici mes per-
les en vain, j'ai choisi ce théoréme comme sujet

de cette conférence.

Primitivement, c'est & dire avant 1942, 1l'an
remarquable dans lequel 1thynothtse devenalt un
théordme, on parlait de 1'hypothese « + o a la-
quelle on donnait ordinairement un caractere trans-
fini comme suit:

Considérons deux suites infinies A et B fcrmées
par des entiers

A .ooa @ a;l a < e.e
Baeow by b, < b, < vus ,
ol a, = b, = O. Désignons par la somme C = A + B la
suite C = A + B .... c €, { Cp esey formée par
tous les entiers ¢ qui peuvent &tre &crits d'une ma-
nidre au moins sous la forme ¢ = a + b, ol a est un
E€lément de A et cl b est un €lément de B.

Soit &« le plus grand nombre tel que A contienne
pour h = 1,2,.... au moins «h éléments positifs
4 h; ce nombre & est appelé 1z densité inférieure
de A. I1 va sans dire que la densité inférieure est
au plus égale 2 1. I ia densité inférieure cst é-
c-le a 1, la suite A.contient nécessairement tous

les entiers  O. -
14 oA
Te thécréme & + ;3 s'énonce comme suit:



IE THEOREE o+ 4.

33 la densité inférieure de A est égale a-x et
1a densité inférieure de B est égale & B, alors la
densité inférieure de A + B est au moins égale a
® + B, en supposant naturellement que o+ 3 = 1.
Tans le cas ou « +p =z 1, la somne A + B contient
tous les entlers = 0.

Sans aucune gifficulté nous pouvons mettre ce
théoreme sous une forme finie. Solt meintenant o
le plus grand nombre tel gque A contienne pour h =
1,2,-+-,8 au moins =h é1léments positiis <h, ol &
désigrie un entier positif donné; ce nombre o« est
appelé la densité'inférieuréfde A audessous de
g + l. Adnsi on obtient le théordme o« +pB énoncé °
sous une forme finie: |

g5 1a densité jnférieure de A audessous de
g + 1 est égale 3 o« et la densité inférieure de B
sudessous de g + 1 esd égale a B, alors 1o densité
inférieure de A + B audessous de g + 1 est au
moins égale & o+ By €1 supposant naturellenent
que «x + s 1. ‘Pang le cas ol o« +p & 1y la somme
A + B contient tous les entiers cui sont 2z 0 et =8

I1 est évident cue le premier théoreme est une
conséguence immédiate du deuxiene, lorsgu'on fait
parcourlr 3 g la suige des entiers positifs. Mais

inversément la dernidre proposi-
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tion est une conséquence immédinte dc 1n pre—
mi¢re, car alors on peut supposer, sans nuire 3
la géniralité, quc chacune des deux suites A et B
contient tous les entiers = g, de sorte que * et
/3 sont les densités inférieures de A et B.

Puisque la forme finie est préférable pour les
démonstrations, j'employcrai dans cette conféren—
ce constamment 1'énoncé fini.

Cependent le nouveau théordime a encore un
grand désavantage, % savoir qu'cn ne peut pas y
appliquer avec succds le raisonnement par récur-
rence. Heurcusement H.B. Mann a trcuvé une géné-
ralisation dans laquelle cet inconvénicnt ne se
présente pas. Il a donné 1'énoncé suivant:

LE THEOREME DT MA NN

Soit g un entier positif. Supposons pour
h=1,2,...,8 qu¢c le nombre des &1l8ments positifs
= h de A, augmenté du nombre des &léments posi-
tifs < h de B soit z2yh, ok < 1. Alors 1la den-
sité inférieure de A + B audessous de g + 1 est

Z 4.
Ce théortme démomtré par Manns)en 1942 d'une

5) H.B. Mann, A proof of the fundame ntal theorem
on the density of sums of sets of nositive in-
tegers, Annals of Math, 43 (1942), 523-529,



E .
7

manierc ingérieusc, coationd oo CAS PATTICA-

lier ie théordme x + /3 , si 1'on y pose oo+ B =4
" plusicurs methématiciens ont simplifié et gé-
néralisé le raisonnement de Mann, par ¢xemple -

Artin et Scherk6), Dysonj), Kemperman @ et moi-

mémeg). )
Dans le théor@me de Mann il s'agit sculement,
des 2léments positifs £ h, de sorte que 11é1e-
ment zéro n'y est pas conpté, quoiqu'il appar-
tiernne & tous les trois suites A, B et A 4 B.
Dtautre part 1'&iément h est compté s'il appar-
tient & au moias une de ces trois suites. TPour
1a généralisaciin ¢t aussi pour 1la démonstraticn
i1 est rocormandabie de traiter 1'élément zérc
de le méme maniére que les autres Eléments et de
1aiss:r 1'élément h en dehors de considération.

5) B.Lrtin et P.Scherk, On tke sum of two sets
oL mvegers, Amnals f Math. 44 (1943%). 138 -
li2a.

7) F.J. Dyson, A theorem on thc densities of scts
of integers, Journal of the Tondon Math-omatical
Society 20 (1945), 8-15.

8) Voire 1a note 4).

9) On scts of iategers, Procecdings Amsterdam 50
(1947), 252-261, 340-350, 429-435; Indagnticnes
Mathematicae 9 (1947), 159-168, 198-208, 257-
263. : )
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Dans ce but je désigne par A(h) ic¢ nombre de tous

les é1léments < h de A. En remplagant dans le thé-
ortme de !Mann h par h - 1, on obtient:

Tes inégalités
A(h) + B(h) 22 +¥(h - 1) (h

” 1,2,0.-.8)
¢ ¥ £1, entrainent
(A +3B)(h) 21+ ¥(h-1) (h =1,2,...,8)
I1 ve sans dire que (A + B)(h) désigne e nom-
bre dc tous les éléments < h de A + B.
Autrement-dit: Si 1l'on pose
w(mh) =1+ ¥(h -1), cu ¥ &1y
les indégalitds

(1) A(h) + B(h) 2 1 + ¢(h)

, (h=1,2,0..,8)
entrainent
(2) (A + B)(h) 2 ¢ (h)

(h=1,2,....8)
Cette dernidre proposition cst méme vraiesi
“@(h) désigne une fonction quelconguc qui crolt
tentement. Je dis qu'une fonction non-décrois-
sante ¢ (h) crcit lentement, si 1'tn a
@w(h+h') £ g(h) + ¢(h")
- prur chaque choix des nombres pesitifs h et h'.
I3 est &évident que la fonction
<€(h) =1+ ¥(h ~1), ¢t ¥ £1 criit 2ente-
memt, car ¢n a



¢(h) + ¢@') - wlh+h"j - 1L~

Nous avons méme le thécrdme suivan: qui est

v
e

encore plus.générals
15 THEOREME A_+ B
Soit g > 0. Si les suites A et B formées par
dc¢s nombres 2z O satisfont pour tout nombre nositif

n < z & 1l'inggalité (1), ou qa\h) cro’t lentement,
1'indgalité (2) est valable pour chague nombrc pO-
sitit h < g.

Tes indgalités (1) sont nécessaireacnt remnlics

’

pour chaque nombre positif h & g, si ¢lles sont
vraies pour h = g ¢t pour chaque nombre h < g qui
appartient A oo moins l'une des suites A ¢t B. En
effet, si h' est lc plus petit nombre > k qui ap-
partient A A ou A B ou cst &gal A g, cn a
A(n) = A(h'); B(h) = B(h'); A(n')+ B ()21 +@(h')
21 +¢(h).

Tc théorime A + B est plus genéral que celul de
Mann puisqutil n'cst plus nécessaire que g ¢t les
éllmcnts de A et de B soient enticrs.

Te théoreme A + B cst évident, si zéro n'ap-
partient pas & toutes lcs deux suites A et B.

Bn effet, dans ce cas lc plus petit nombre posi--
tif h*’appartenént 3 A ou & B satisfait aux re-
lations _ |

A(h™) + B(k%*) = 0 ou I, par conséquent

%:(h*) < 0; 1o fonction non-dlcroissante g(hy‘



gui croit lentement sabtisfait dcuc ~wux inp-
tgalités @(2n®) £0, ¢ (3n™)£0,..., do sorte que
cette fonction est < O pour chaque valeur posi
tive de h. Dans ce cas 1l'inégalité A demont. T
cst &vidente.

Dans 1la démonstration nous pouvons donc nous
borner au cas ohw B conticnt le nombre zérc. En
outre nous pouvons admettre que ni A ni B ne
contienne un nombre g:g, puisque ccs nombres e
se pricentent pas dans le théoréme A + B. Fina-
lement nous pouvons supposcr que B contienne
au moins vn élément positif, car sinon c¢n a
pour chaque nombre h = g
B(n) = 1; (A + B)(h) = A(h) = ¢(n).

La démonstration du théoréme A + B peut
2tve divisée en sept parties trés simples.

I. & conticnt au moins un é1lément a au-
quel il est possible de faire correspondre
au moins un ¢1ément positif b de B tel que
4 + b n'appartienne pas A& A. '

En cffet, par cxemple le plus grand é1é-
ment de A possdde cctte propriété.

Nous prcndrons pour a le plus petit &1&-
ment de A avec la dite propriété, de sorte
que nous obtcnons

II. Chaque &lémemt a < a de A et chaque
61ément positif b de B possddemt la pro-
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pri¢té que a + b apparticnne A A,

i

III. On a pour chaque nombre positif h <

et pour chaque é1ément positif b de B
A(h + b) 2 A(h) + A(b),

Bn ¢ffet, A(h) cst égal au nombre!' des &1&-
ments a < h de A, D'aprds II chacun de ces
é1éments possdde 1a pronriltd que a + b apparr
ticnne A A, ol a + b > >b et < h+ b. Par
consequent A contlent au moins M &1éments > Db
et < h + b et nous avons ddsigné par
A(h + b) - A(b) le nombre des é1léments = b et
< h + b de A,

IV. Chaque nombre positif b - a satisfait
A 1'inégalité A(h) = @ (h). Cette indgalitd
est évidente pour chaque nombre positif h qui
est &égal ou inférieur au plus petit &1ément
positif b de B, car alors oﬁ.é B(h) = 1,
donc A{h) = A(h) + B(h) - 1 2 ¢ (h).

Pcur les nombres h » b on pcut suppeser
que 1'inégalits’ait €68 déjd démentrée, si 1'en’
¥ remplace h soit par h - b soit par b. Ainsi
on trouve ad'apris III
A(h) = A(h=b) + A(D) > 2 (h=b) + @ (b) 2 @(h),

V. 801t b un blbmbnt p031t1f de B tcl g
A nc contienne pas a4 + b (B conticnt au moins
un tel &1ément d'aprds 1a définition de 3).



Soit T le systeme B sans b et soit X le systeme
A auuel on a ajouté a + b. Je dis gu'on a
T(n) + B(h) =2 1+ @(h)
pour chague nombre positif h = g. Cette inéga—
13té est &vidente si h s b, car audessous de b
rien n'a changé, donc '
I(n) = A(h) et B(h) = B(h) .

L'inégalité est aussi immédiate pour les nom-
bres h > @ + b, car dans ce cas nous perdons
un terme dans B(h) et nous gagnons un terne
dans A(h). Dans le cas restant B<hsga+bon
a d'apres III et IV

A(h) 2 A(h = B) + A(B) 2 @ (n = D) + A(D),
et en outre

E(n) 2 A(h); B(n) = B(®) = B(D),
donc

Z(h) + B(h)

v

@ (h - B) + A(B) + B(D)
1+¢(h-%) ¢ (D)

1 +¢(h)-

VI. En appliquant le résultat de V plusieurs

v

fiv

fois, on trouve: Soit B' le systime B dinminué-
de tous les &léments positifs b tels que A ne

contienne pas le nombre a + $. Soit A' le sys-—
teéme A augquel on a ajouté tous ces nombres

% + b. Alors on a

(3) A'(n) + B'(h) 2 1+ ¢(h)

pour chague nombre positif h £ g. Je dis gque

~10-



L'+ B' est un sousensembiz de 4 + B. mnoefret,

un é1ément quelconque de A+ B' a la L rme-a'd by
(i1 a' et b appartiennent respectivement 2 A' ¢t
B'. Si a' appartient & A, le nombre considéré

A'+ b' est 1n somme de dcux nombres, arﬁﬂvten@dt
respectivement & A et B, de scrle que 2'+ b'oest
un é1lément de A + B. Si par contre a' est un des
tiéments ajoulds a i, ona a'=a + b, ob b esi un
¢1ément positif de By aisque b' n' a pas &té
supprimé dans B, le nombre a = a + b appartient
3 L, de sorte que a'+ b =a + b appartient A

A 4 B

VII. Fin de 2o démonstration.

Yous avons construit un couple (A',B') tel que
A'+ B' soit un sousensemble de A + B, que B' con-
tienne moins d'éléments positifs que B ct finale-
ment que chaque nombre positif h ¢ g satisfait a
1'inégalité (3).

Mous pouvohs continuer cc¢ procéié jusqu'a
moment ol nous nous arrétons 3 un systéme B¥ com~
posé du seul nombre zérc, Le couple (AL*,B%) ainsi
construit satisfait pour chaque nombre positif
h < g 1'inégalité

AS(h) + B*(h) 2 1 + ¢ (h),
donc, ¢n vertu de B*¥(h) = 1,

(47 + B¥)(h) = £%(h) 2 ¢ (h).

Cette indgalité entraine 1'inlgnlité qui cst
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& démontrer, parce que A*+ B est un sousensembie
de A + B,

Kemperman a été le premier qui a introduit
dans’ cette théorie 1a nolion d'ume additiin ah-
straite. Il a démontréd que le thé.réme A - B res-
te valable, si 1'on ¥ remplace 1'a’dition crdi-
naire par une additicn abstraite ¢l satisfait
a certaines conditions générales. 11 suffi+t par
exemple de supposer quc 1'acdition soit commuia-
tive et associative, mais on peut remplacer ces
condéitions par d'autres gqui exigent beaucoup
moins,

En prenant comms additicn la multiplicaticn
crdinaire, on obtient

LE THEOREME AB _

Soit g = 1. Supposons que les suites A4 et B

formées par des nombres > 1 satisfassent pour

tout nombre h qui est 2zl et <ga 1'inégalite
A(h) + B(h) 2 1 +-x7u(h),

ol %;(h) cst une foncticn non-décroissante avec
W(bh') < w(n) + w(h')

pour chaque choix des nombres h 21let h 2 1.

Désignons par AB 1a suite formée par tous
les nombres qui peuvent 2tre écrits d'une ma-
niére au moins comme un produit de deux fac-

teurs, dont le premier appartient 4 A et ic
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second & B. Llors on =
(£B)(h) 2 y(h)

pour chaque nombre h qui est > 1 et < g.

Terminons avec une application simplce du thé o~
réme X +/3 . Séhnirelmannlo a démontré qu'il
existe un entier positif N tel que chaque entier
positif peut &tre fcrit comme la somme de N ou
de moins dc¢ N nombres premicrs, si 1 est con-
sidéré comme un nombre premicr. Dans cc but il
considdre 1la suite L formée par les nombres O
et 1 et par les entiers qui peuvent &tre é-
er.ts @'»ve maniére au moins comme la somme
de deux nombres premiers. Il montre que la
densité inféricure de cette suite est positive,

donc .- %, ou N d8signe un nombre pair suffi-

samment grand. D'apréds le théordme X + /3 nous
sommes maintenant préts, car les densités in-
féricures des suites L + L, L + L + Ligeae,

L+ A+ ...+ L (somme de % N suites L) sont
respectivement > %, 2 %,..., > 1, de sorte

que chague entier positif appartient & 1la
dernidrc suite et peut donc &tre dcrit comme

1~ somme de N ou de moins de N nombres premiers.

10) L. Schnirelmann, Ob additiwnich swoistwach
tschiscl (Sur Propriétés gdditives de nom-—
bres), Iswestija Donskowo Polytechnitsches-—
kowo Institute (Nowotscherkask) 14 (1930),
307 (Résuré frangais p.27-28).
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Le résultat de Vinogradow, quc tout nombre
impair suffisamment grand est la somme de trois
nombres premiers, e¢st nlus profond, mais exige
aussi un raisomnement benucoup plus difficile.

——— —
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